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Aufgabe 1 (6 Punkte)

1. Sei

pn(x) =

√
n

2π
e−

n
2
x2

, n ∈ N, x ∈ R.

Zeigen Sie, dass für jede stetige, beschränkte Funktion f : R −→ R∫
R

f(x)pn(x)dx −→ f(0), n→∞.

gilt.

2. Sei µn(A) := n1[0, 1
n
](A). Zeigen Sie, dass für jede stetige, beschränkte Funk-

tion f : R −→ R gilt∫
R

f(x)dµn(x) −→ f(0), n→∞.

Aufgabe 2 (3 Punkte)
Sei n ∈ N und seien F1, . . . , Fn : R −→ [0, 1] Verteilungsfunktionen. Definiere
F : Rn −→ [0, 1] durch

F (t1, . . . , tn) := F1(t1) · · ·Fn(tn), t1, . . . , tn ∈ R.

Zeigen Sie:

1. lim
t1,...,tn→−∞

F (t1, . . . , tn) = 0 und lim
t1,...,tn→∞

F (t1, . . . , tn) = 1.

2. F (t1, . . . , tn) ist rechtsstetig.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Seien X und (Xn)n∈N Zufallsvariablen mit Werten in R.

1. Zeigen Sie, dass für jede stetige Funktion f : R −→ R gilt:

Xn −→ X in Wahrscheinlichkeit −→ f(Xn) −→ f(X) in Wahrscheinlichkeit .

Hinweise:
1



(i) Nehmen Sie zunächst an, dass ein k existiert mit |X(ω)| ≤ k für
alle ω ∈ Ω. Nutzen Sie die gleichmässige Stetigkeit von f auf der
kompakten Menge [−k − 1, k + 1].

(ii) Verallgemeinern Sie Ihren Beweis ohne die zusätzliche Annahme von
(i).

2. Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass bei der obigen Aussage nicht auf die
Stetigkeit von f verzichtet werden kann.
Hinweis: Wählen sie f(x) = 1{0}(x) und betrachten Sie eine geeignete Folge
von Zufallsvariablen Xn −→ 0.

Aufgabe 4 (3 Punkte)
Seien X und (Xn)n∈N Zufallsvariablen mit Werten in R. Zeigen Sie

Xn −→ X in Wahrscheinlichkeit⇔ lim
n→∞

E

(
|Xn −X|

1 + |Xn −X|

)
= 0.
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